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ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ УСРЕДНЕННЫХ СИСТЕМ
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Рассматривается одно из свойств усредненных систем.

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений с периодическими коэф-
фициентами [1, глава 2]:

ẋj =

n∑
k=1

ajk(t)xk, j = 1 . . . n; ẋ = A(t)x, (1)

где ajk(t) — вещественные измеримые ω -периодические функции, суммируемые на отрезке
[0, ω ], причем матрица A(t)=ajk(t) внедиагонально неотрицательна при каждом t, то есть

ajk(t) > 0, j ̸= k. (2)

Матрицант системы (1) обозначим U(t). Согласно (2), U(t)> 0 при t> 0 [2]. Рассмот-
рим матрицу монодромии U(ω) и ее собственные значения ρ1, . . . , ρn (мультипликаторы
системы (1)). Тогда [3, c. 33]

detU(ω) = ρ1 · · · ρn > 0. (3)

Системе (1) с периодическими коэффициентами поставим в соответствие усредненную
систему:

żj =
n∑
k=1

cjkzk, j = 1 . . . n; ż = Cz, (4)

где

cjk =
1

ω

∫ ω

0
ajk(t)dt, C =

1

ω

∫ ω

0
A(t)dt.

Согласно (2), имеем
cjk > 0, j ̸= k. (5)

Матрицант системы (4) обозначим V (t); как известно, V (t)=exp(tC). В силу (5) V (t)>
> 0 при t > 0 [2]. Рассмотрим матрицу монодромии V (ω) и ее собственные значения
σ1, . . . , σn (мультипликаторы (4)). Тогда [3, c. 33]

det V (ω) = σ1 · · ·σn. (6)

Т е о р е м а 1. Имеет место равенство

ρ1 · · · ρn = σ1 · · ·σn. (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Дважды используя формулу Лиувилля–Остроградского–Якоби
[4, c. 216], получим

detU(ω) = e
∫ ω
0 tr A(t)dt = e

∫ ω
0

∑n
j=1 ajj(t)dt =
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= eω
∑n

j=1
1
ω

∫ ω
0 ajj(t)dt = eω

∑n
j=1 cjj =

= eω tr C = e
∫ ω
0 tr C dt = det V (ω).

Используя равенства (3) и (6), получаем (7). Теорема доказана.
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В статье рассматриваются стохастические системы при импульсных воздействиях, об-
разующих пуассоновский поток и приводящих к разрывам траекторий системы. По-
строен алгоритм статистического моделирования решения стохастических дифферен-
циальных уравнений с пуассоновской составляющей.

Задача Коши для стохастических дифференциальных уравнений с пуассоновской со-
ставляющей формулируется следующим образом [1]: найти m -мерный случайный процесс
y(t), имеющий стохастический дифференциал

dy(t) = f
(
t, y(t)

)
dt+

s∑
j=1

σ·j
(
t, y(t)

)
dwj(t) +

∫
Θ
c
(
t, y(t−), θ

)
ν(dθ × dt), y(0) = y0, (1)

где wj(t) – независимые стандартные винеровские процессы, образующие процесс w(t);
Θ⊂Rm; f(t, y) : [0, T ]×Rm→Rm и c(t, y, θ) : [0, T ]×Rm×Θ→Rm – m -мерные вектор-
функции; σ(t, y) : [0, T ]×Rm→Rm×s – матричная функция m× s; σ·j(t, y) – j -й стол-
бец матрицы σ(t, y); y0 ∈Rm – случайный вектор начальных значений, y(t−) — решение
в точке t слева. Пуассоновская мера ν на Θ× [0, T ] задана неотрицательной функцией
λ(θ, t) : Θ× [0, T ]→R+ и для всякого B⊂Θ процесс

νt(B) = ν(B × [0, t])
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